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4. Modelo M/M/c: ¢ servidores en paralelo

Se dispone de c servidores paralelos idénticos, cada uno de los cuales sirve
a una tasa de p clientes por unidad de tiempo.

Luego, si los ¢ estan utilizandose, la tasa media de salida del servicio es cp.
Cuando hay n < c¢ clientes en el sistema, solo trabajan n servidores vy, por tan-
to, la tasa de servicio es nJ. Es decir, las tasas de nacimiento y muerte son

A, = A, n=2~0,12 ..

n, sin=12%2 ..c¢
;'E"??_ — - . et =

Cit, sS1n =cC
y su diagrama de transicion es
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El sistema de ecuaciones en equilibrio es:

Estado Tasa entrada = Tasa salida
0 LTy = AW
l<n<c—-1 Admpor+n+Dpumpyr = (A +np)mw;,

.,

n>c ATp—1 +cumpyr = (A+cu)m,

El proceso para alcanzar la solucion del sistema es el siguiente:
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m(A+p) = moA+ w2y T\ = Ta2pt
m2(A+p) = mA+wadp To\ = T33u
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Obteniendo finalmente (r = AM/p es la intensidad de trafico):

c—1 c 0O —1 c—1 N —1
Z 7 N r ( .r )1?_(‘ rh N r
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Para obtener 11, hemos impuesto que el factor de utilizacion p = M(cu) < 1,
qgue es la condicion de estabilidad.
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Una probabilidad de interés en este modelo es la probabilidad de tener que
esperar en la cola (todos los servidores estan ocupados), es decir, P(N = ¢),
que se denota como C(c, r), llamada formula C de Erlang:

c—1 c—1 n

C(e,r)=P(N>¢)=1-P(N<e)=1- Z T, =1— Z 1??‘_0
n=>0 n=0

Normalmente, se deja al software (por ejemplo, WinQSB) que calcule los va-
lores C(c,r), si bien tradicionalmente se obtenian de forma aproximada a par-
tir de su representacion grafica (Allen, 1978). Hoy en dia es muy sencillo pro-

gramar estas formulas.
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Medidas de rendimiento

Comenzamos calculando L, por ser mas sencillo que L

e o0 o0 _T,r?_—l—c 25 TCT 1
L,=E(N,) = E (n —c¢)m,, = E NTpte = E ??CT{??‘@: E ??{Ti?r@:
1=¢ n— 1= =0
o0 C 7 e o0 c
_ et TP p
= n To = To— np" = mp—— - (c,7) :
. c! cl cl(l —p)- L —-p
n— n—= '

Empleando las formulas de Little llegamos a:

o L,  Cl(er)
TN ep(l—p)

El tiempo medio de espera en cola para aquellos clientes que deben esperar:
we = W, 1
P(qg>0) Cler) ceu(l —p)

E(qlg>0)=
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A partir de aqui, podemos conseguir expresiones para Wy L :
i i . 1 C'e.r
W=W,+W;,=— <l+—(£'T) )
4 c(l —p)
L=A =cp+ Cle,r)

L—p
Obtengamos las distribuciones de las v.a. g y w.

Para q, debemos tener en cuenta que el cliente que no espera en cola (q = 0)
es el que al llegar encuentra en el sistema N = n < c clientes. En caso contra-
rio, con n 2 ¢, la longitud de la cola es n - ¢ y el cliente tendra que esperar a
que se sirvan n-c+1 clientes (el que esta siendo servido también cuenta).

De este modo, su tiempo en colaes g =s,+...+ S, .4, cOn s, v.a.i.i.d. segun
Exp(cu), que conduce a que g siga una distribucion gamma de parametros
p=n-c+1ya=cpu.
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Por lo tanto, parat= 0

Fo(t)=Plg=0)+PO0<qg<t)=1-Cl(cr)+ Z Plg<t|N =n)m,

n=c
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En los dos ultimos pasos utilizamos que c—r=c (1 - p).

q tiene un punto (=0) con probabilidad positiva: P(q=0) = P(N < ¢)=1 - C(c, r).

Analogamente, podemos obtener la distribucion de w:

{ 1+ r—c+1—-CYc, -r)t_l___ﬁ_ff n Cle,r) e~ (1=p)eut

c—1—r c—1—r |
L -1+ Cle,r LILEJML s1r7r =c— 1
| - /

sir=c—1

-Fu(f) —

Obviamente, tomando ¢ = 1, recuperamos las formulas del modelo M/M/1.



